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По уточнённой теории А.Ф. Рябова с использованием метода Бубнова-Гальоркина 
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В розрахунках напружено-деформованого стану (НДС) товстих плит, а також 
шаруватих конструкцій, в яких різниця жорсткостей (модулів пружності) шарів значна, 
застосування класичної теорії пластин може призвести до суттєвих похибок [1; 2; 3]. Тому 
необхідно застосовувати уточнені теорії, які враховують вплив на НДС деформацій 
поперечного зсуву, а іноді і поперечного обтиснення [2]. 
Одним   з    варіантів   уточненої   теорії,   що   враховує   поперечний   зсув,   є   теорія 
А.Ф. Рябова [1; 3], особливістю якої є відносно низький загальний порядок диференціювання 
розрахункових рівнянь. Актуальним являється отримання аналітичних та числових 
розв’язків конкретних задач із застосуванням уточненої теорії [3]. 
В даній статті досліджується поперечний згин однорідних та багатошарових пластин, 
які жорстко закріплені по контуру. При такому закріпленні посилюється влив деформацій 
поперечного зсуву на НДС пластини. 
Методом дослідження є метод Бубнова-Гальоркіна. 
Уточнений розв’язок задачі згину багатошарової пластини. 
Розглянемо уточнену модель: 
,),,(3 wzyxu = ikіi zzwzyxu ,, )(),,( −−=  ,                       )1(
                                                       
 
де 2,1=i   w(x,y) – функція прогинів, а Х(x,y) – функція прогинів зсуву; ;  x1=x, x2=y – 
координати в площині пластини. 
Функції w, x – невідомі, а функція )(zk  має вигляд: 
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де  Еk, )(zk  – модуль пружності та коефіцієнт Пуассона. 
Система розрахункових рівнянь, що враховує (1), має вигляд: 
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Оскільки 
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  за[1, 3], зводиться до простішої системи: 
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Для жорсткого затиснення пластини граничні умови на краю хi=0,ai пластини: 
.0;0, === õÔÔ ³                                                          
)7(  
Розглянемо квадратну пластину яка жорстко затиснена по контуру під дією рівномірно 
– розподіленого навантаження. Знайдемо розв’язок системи (4) методом Бубнова-Гальоркіна. 
Варіаційні рівняння матимуть вигляд: 
( ) ;02211 =−  ФdSqФD
S
   ( ) .0
2
11 =−  XdSqXD
S

                              
)8(  
Задовольнимо кінематичні умови (7) на краях пластини, прийнявши функції Ф і Х у 
вигляді одного члену ряду: 
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Тоді отримуємо з (8) два рівняння: 
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Взявши інтеграл (10), знайдемо: 
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Тоді функція прогинів матиме вигляд: 
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Зокрема, прогин у центрі пластини при 
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Таким чином, уточнений розв’язок (12) відрізняється від розв’язку за класичною теорією 
пластини появою множника у дужках. Так, для ізотропної пластини 0,3 == h
a
прогин 
відрізняється в 1,5 рази. 
Розглянемо також тришарову пластину, для якої ;10025 ммhа == ;231 ммhh ==
  ;362 ммh =
 
;107 431 МПаЕЕ ==
 
;702 МПаЕ = .3,0321 ===   
Навантаження рівномірно  
розподілене. Для жорсткої діафрагми на торці і для випадку відсутності жорсткості 
діафрагми максимальний прогин відрізнятиметься в 0,7852 рази, а від класичного розв’язку в 
2,11 рази. 
Отже, розв’язок за уточненою теорією суттєво відрізняється від розв’язку за 
класичною теорією. Ця відмінність значно зростає для трьохшарових пластин з легким 
заповнювачем. 
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